208

A. FADINI

Zahl und Auswahl der Losungen der Kraftkonstantenmatrix
unter Verwendung von Isotopenfrequenzen
A. FADINI

Anorganisch-Chemisches Institut der Universitit Gottingen *

(Z. Naturforsch. 24 a, 208—213 [1969] ; eingegangen am 8. Dezember 1968)

Fiir die Berechnung der Zahl z der Losungen der Kraftkonstantenmatrix Fgyp aus den Schwin-
gungsfrequenzen des Molekiils und aus j Isotopenfrequenzsitzen von j isotopen Molekiilen unver-
dnderter Symmetrie erhdlt man bei gegebener algebraischer Unabhingigkeit des Gleichungssystems
der n(n+1)/2 Gleichungen (u. a. bei Einhaltung der Produktregel) als untere Grenze der Lisungen

z(Fsym, Isot.,, n=2,4,6,...)=n! (n—
z(Fsym, Isot, n=3,5,7,...)=(n—1) 13- (n—2) 1 "% mit

1) 172 mit j=n/2,

j=@m+1)/2,

die fiir inverse Eigenwertprobleme bis zur Ordnung n=10 in einer Tabelle zahlenmdBig dargestellt
werden. Zur Aussonderung weniger Losungen oder nur einer Losung aus der fiir n = 4 praktisch
nicht mehr berechenbaren Mannigfaltigkeit werden Auswahlregeln angegeben, die auf der Realitiit
der Kraftkonstanten, der Heranziehung weiterer Isotopendaten, der Zuordnung zu den charakteristi-
schen Frequenzen, einer mathematischen Grenzwertbeziehung, der Bevorzugung kleiner Kopplungs-
glieder und einer Reduktion des Eigenwertproblems beruhen.

Problemstellung

Zur Uberwindung der unendlichen Lésungsman-
nigfaltigkeit I 2 der Kraftkonstantenmatrix F.,, bei
der Berechnung aus der Sikulargleichung

det(G Fyn—2E) =0 (1)

fiir ein Molekiil mit bekannten Schwingungsfrequen-
zen konnen des ofteren die Schwingungsfrequenzen
isotoper Molekiile herangezogen werden ®. Dabei be-
deuten G die inverse Matrix der kinetischen Ener-
gie, E die Einheitsmatrix und /4 der Eigenwert, der
mit der zugeordneten Schwingungsfrequenz » in ein-
fachem Zusammenhang steht. Es sollen hier nur
Molekiile untersucht werden, deren isotope Molekiile
unverdnderte Symmetrien besitzen.

Zunichst sollen die Bedingungen fir die Kraft-
konstantenberechnung unter Verwendung zusitzli-
cher Isotopenfrequenzen zusammengestellt werden.

* Zugleich Mitarbeiter am Rektoramt der Universitdt Stutt-
gart; Sonderdruckanforderungen an Privatadresse: 74 Tu-
bingen, Breuningstr. 31.
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Die Beschrinkung auf den Fall gleichsymmetrischer Isoto-
penmolekiile 1d6t sich auf mehrere Molekiiltypen anwen-
den. Es seien folgende Beispiele genannt: Fiir die Ord-
nung n=2: XYZ (C.v); XYX (Czy) mit X'YX' (Cay)
bzw. XY'X (Cay); XY; (Dsp) mit XYy (Dsn); XoYs
(Dn) mit X,Y,” (D_p). Fiir die Ordnung n=3: XYZ
(Cs) mit X’YZ (Cy) (z. B. ONF, siehe L. H. Jongs, L. B.
AsPreY u. R. R. RyaN, J. Chem. Physics 47, 3371 [1967]).
— Fiir die Ordnung n=4: XY,Z (C) mit X'Y,Z (Cy)
und X'YyZ (Cs) (z. B. CIO,F mit 3 Isotopenfrequenz-
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Danach mul} die Zahl j der Isotopenfrequenzsiitze
fiir die vorgegebene Ordnung n ermittelt werden.
die zur vollstaindigen Beschreibung des Problems
mindestens vorausgesetzt werden muB. Gesucht ist
die endliche diskrete Losungsmannigfaltigkeit oder
die Zahl z(Fgyy, Isot., n) der Losungen der Kraft-
konstantenmatrix Fyg,, fiir das hier definierte ein-
fache Problem in Abhingigkeit von der Ordnung n.
Dazu erfordert die Auswahl einer physikalisch ge-
eigneten Kraftkonstantenmatrix aus der mathema-
tisch moglichen Losungsmannigfaltigkeit die Auf-
stellung brauchbarer Kriterien und Auswahlregeln.

Das hier definierte inverse Eigenwertproblem hat
den Vorteil, dafl die Zahl z(Fyy,, Isot.,n) der Lo-
sungen nur von der Ordnung n abhingt. Im Falle
veranderter Symmetrien der isotopensubstituierten
Molekiile ergeben sich eine Reihe weiterer Abhin-

gigkeiten, die sich nicht mehr so einfach und iber-

sichtlich darstellen lassen *.

sdtzen, siehe D. F. SMITH, G. M. BEGUN u. W. H. FLETCHER,
Spectrochimica Acta 20, 1763 [1964]). — Die praktische
Bedeutung dieses Spezialfalles liegt in der einfachen Dar-
stellung der unteren Grenze der Lisungsmannigfaltigkeit.
— Isotope Molekiile konnen aber teilweise oder vollstdn-
dig andere Symmetrien aufweisen. Damit sind andere in-
verse Eigenwertprobleme gegeben, deren Ordnungen ver-
schieden von denen des Ausgangsmolekiils sind. Dieser
2. Hauptfall tritt naturgemdfl hidufig bei hoheren Ordnun-
gen n auf. Unter der Voraussetzung der Bedingung 4 ist
dann die Losungsmannigfaltigkeit nicht nur von der Ord-
nung des Eigenwertproblems, sondern auch vom Typ des
Molekiils und seiner Symmetrie abhingig. Bei Verletzung
der Bedingungen 5 und 5 ¢ durch eine zufillige Abhiingig-
keit der algebraischen Gleichungen oder durch eine der
Summenregeln ® (S. 128) tritt eine weitere Verkomplizie-
rung ein. Diese und einige zusitzliche weitere Probleme
sollen spiter behandelt werden.
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DIE LOSUNGEN DER KRAFTKONSTANTENMATRIX

Bedingungen

Es sind folgende Bedingungen einzuhalten:

1. Die Kraftkonstantenmatrix Fy, soll fiir alle
isotopen Verbindungen mit mathematischer Strenge
gleich sein. Physikalisch gilt diese Gleichheit nur in
guter Naherung.

2. Es soll eine moglichst kleine Anzahl von Iso-
topenfrequenzen verwendet werden.

3. Molekiile und alle isotopen Molekiile sollen zur
gleichen Symmetriegruppe gehoren, d.h. die Sym-
metrie der Molekiile darf durch Isotopensubstitutio-
nen nicht geiindert werden % 5.

4. Es sollen die durch die Sékulargleichung ge-
gebenen Gleichungen vom Grad 1, 2, 3,....n so
aufgestellt werden, dall die Zahl der Losungen
z(Fgym, Isotopen) moglichst klein wird.

5. Es wird vorausgesetzt, dal die n(n+1)/2
Gleichungen algebraisch voneinander unabhingig
sind 6. Die Einhaltung dieser Forderung kann durch
Bildung der Funktionaldeterminante des algebra-
ischen Gleichungssystems uberpriift werden, die von
Null verschieden sein muf}. Diese allgemeine Bedin-
gung zieht folgende 3 physikalische Forderungen
nach sich:

a) Die algebraische Unabhangigkeit sei auch fur
die praktische Rechnung hinreichend, d. h. die Stel-
lenzahl der Kraftkonstanten sei wenigstens auf 1 bis
3 Ziffern gesichert.

b) Nur ein Satz von n Schwingungsfrequenzen
des Schwingungsspektirums oder der Isotopensitze
kann wegen der Produktregel 7 (S. 29) zur Aufstel-
lung von n Gleichungen verwendet werden. Die
Produktregel gilt exakt nur fiir harmonische Schwin-
gungen 3, die hier zur Vereinfachung vorausgesetzt
werden. — Man wahlt meist das Schwingungsspek-
trum des urspriinglichen Molekiils, und es soll in
dieser Arbeit ausschlieBllich verwendet werden. Die
tibrigen vollstdndigen Sitze von Isotopenfrequenzen
liefern hochstens n— 1 algebraisch voneinander un-
abhingige Gleichungen.

c) Nach HEICKLEN® ® ist zur Verhinderung des
Auftretens einer Reihe von Summenregeln notwen-
dig, die Frequenzsitze von geniigend vielen isotopen
Molekiilen zu kennen, bei denen die Isotopensubsti-

5 J. BRANDMULLER u. H. MosiR, Einfithrung in die Raman-
Spektroskopie, Verlag Steinkopff, Darmstadt 1962.
¢ O. PERRON, Algebra I, Verlag Gruyter, Berlin 1951.
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tutionen fiir hinreichend viele Atome, aber nur fiir
einen Satz dquivalenter Atome, durchgefiihrt worden
sind. Bereits durch Forderung 3 ist das Auftreten
anderer Summenregeln vermieden °.

Berechnung der minimalen Anzahl
von Isotopensitzen

Da durch das Schwingungsspektrum des Molekiils
bereits n Gleichungen gegeben sind, reduziert sich
die Zahl der durch Isotopenfrequenzen zu bestim-
menden Gleichungen auf

nn+1)/2—n=n(n-1)/2. (1a)

Wegen der Bedingung 5b ist die minimale Zahl der
Isotopenfrequenzsitze j durch

jln=1) 2 n(n-1)/2 (2)

bestimmt. Das GroBerzeichen folgt aus der Ganz-
zahligkeit von j. Damit berechnet sich j aus

jZn/2. (3)

Die Gl. (3) macht die Unterscheidung geradzahliger
und ungeradzahliger Ordnungen notwendig. Im
Falle der Geradzahligkeit von n ist auch die Ganz-
zahligkeit von j erfulllt, und wir erhalten das ein-

fache Ergebnis:
j=n/2,

Im Falle der Ungeradzahligkeit von n gilt einerseits
wegen der Ganzzahligkeit von j die Gl. (3) als Un-
gleichung. Andererseits werden aber nicht mehr Iso-
topensitze als bei der nichsten Ordnung n+1 be-
notigt. Damit erhalten wir die Beziehung:

wenn n geradzahlig. (4)

n/2<j<(n+1)/2, wenn n ungerade. (5)

Da aber zwischen n/2 und (n+1)/2 keine ganze
Zahl liegt, berechnet sich j aus

j=(n+1)/2, wenn n ungerade. (6)
In Tab. 1 finden sich fiir die Ordnungen 2, 3 bis

10 die minimalen Anzahlen von Isotopenfrequenz-
siatzen j. Die unterschiedliche Berechnung der mini-
malen Isotopensitze aus geradzahligen bzw. ungerad-
zahligen Ordnungen fiihrt zwangslaufig auf 2 ent-
sprechende Formelsitze fir die Losungsmannigfal-
tigkeit, der wir uns jetzt zuwenden.

7 H. SieBERT, Anwendungen der Schwingungsspektroskopie
in der Anorganischen Chemie, Springer-Verlag, Berlin 1966.

8 J. HEICKLEN, J. Chem. Physics 36, 721 [1962].

9 J. HE1CKLEN, J. Phys. Chem. 70, 989 [1966].
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Die Berechnung der Zahl der Losungen
z (Fsym, Isotopen)

Im Falle der geradzahligen Ordnung n erhalten
wir folgendes algebraisches Gleichungssystem

W DN
BTty -
W N

Dabei ist nur der Grad jeder der n(n+1)/2 Glei-
chungen angegeben. Alle Glieder jedes durch die
Sékulargleichung gegebenen Polynoms sind vom
gleichen Grad, so daf} wir in (7) ein System von
n(n+1)/2 algebraischen Gleichungen von den posi-
tiven Graden 1, 2,...,n—1, vor uns haben® (S.
32, 288). Damit ist nach einem Satz der Algebra ®
(S. 288), 10 (S. 39, 42, 85) die Zahl der Losungen
z(Fim, Isot., n gerade) allgemein!! durch das Pro-
dukt der positiven Grade simtlicher Polynome gege-
ben. Wir erhalten das einfache Ergebnis:

z(Fgym, Isot., n gerade) =n!(n—1)1"2.  (8)

Im Falle der ungeradzahligen Ordnung n kann
die Aufstellung einer entsprechenden Formel in 3
Schritten bewerkstelligt werden. Im 1. Schritt schrei-
ben wir das algebraische Gleichungssystem nach der
Sékulargleichung und den vollstindigen Sitzen von
Schwingungsfrequenzen in seiner urspriinglichen
Form an. Wir erhalten:

1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 3
s a0 gi—1
. 3 (9)
- n—1 n—1
n

n—1

2

10 E, NetTOo, Vorlesungen iiber Algebra, II. Band, Verlag
Teubner, Leipzig 1900.

11 Tm allgemeinen ist die Zahl der Losungen eines algebra-
ischen Gleichungssystems gleich dem Grad der Eliminante,
also gleich dem Produkt der positiven Grade simtlicher
Polynome, wenn keine gemeinsamen Teiler der Polynome
oder keine gemeinsamen Wurzeln des Gleichungssystems
existieren. Dabei werden auch unendlich grofle Wurzeln
mitgezihlt 1 (S. 49; 81). Da aber aus physikalischen Griin-
den keine unendlich groen Kraftkonstanten moglich sind,
scheidet der Unterfall unendlich grofler Wurzeln aus. Fiir

A.FADINI

Dabei berechnen sich die (n—1)/2 Spalten mit je
n—1 Gleichungen und die letzte Spalte mit (n —1)/2
Polynomen auf folgende Weise:

(n—1)(n+1)/2-Y=n(n—-1)/2, (10)

wobei Y die fehlenden Gleichungen in der letzten
Spalte darstellt. Damit folgt aus

Y=(n—1)/2 (11)

sofort die Zahl Z der Polynome der letzten Spalte zu
Z=(n-1)/2. (12)

Die Zahl der Spalten mit n—1 Polynomen ergibt
sich zu

n+1 n—lr. (13)

Daraus ergébe sich fiir die Losungsmannigfaltigkeit
z(Fgyn , Isot., n ungerade)

=n!(n—l)!<""1>/2<n;l>! (14)

ohne Einhaltung der Bedingung 4. Die Beachtung
dieser Bedingung erfordert jedoch noch die Ausfiih-
rung weiterer Umformungen.

Im 2. Schritt ersetzen wir die Polynomgleichung
des Grades mit n durch die Polynomgleichung des
Grades (n+1)/2 in der letzten Spalte. Damit er-
hoht sich die Anzahl der Spalten mit Polynomglei-
chungen des Grades n—1 auf (n-+1)/2. Fiir den
Fall n =3 wire damit die letzte Spalte bis zum Grad
n — 1 aufgefillt. Wir erhalten:

z(Fsym, Isot,n=3) = (n—1) "=213=8. (15)

Fiir alle hoheren Ordnungen n 2> 5 konnen in der
letzten Spalte aus dem zustidndigen Isotopensatz Glei-
chungen aufgestelit werden, deren Grad kleiner als
n—1 ist. Wir konnen also die letzte Spalte bis zu
Polynomgleichungen des Grades n — 2 auffiillen, um
die Bedingung 3 véllig auszuschopfen. Dieser 3. und

den Fall einer gemeinsamen Wurzel oder mehrerer gemein-
samer Wurzeln des Gleichungssystems existieren unendlich
viele Wurzeln. Der Nachweis ist durch das Verschwinden
der Resultante des Gleichungssystems gegeben. Ob dieser
Fall tiberhaupt bei dem vorliegenden Gleichungssystem
auftreten kann, bedarf einer weiteren Untersuchung. Hier
setzen wir im folgenden den Ausschluf} dieses Falles voraus.
Alle weiteren Einzelheiten und zusitzlichen Fallunterschei-
dungen sind dem Buch von NETTTO 1° (S. 25—154) ZUu ent-
nehmen.
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letzte Schritt fiihrt dann zu dem Ergebnis:

I | 1 | L R |
2 =& 2 2 2 D e 2
n+1 n—2 ... n—2 (16)
2 2 ———
n—1 n—1 L ==, 3
———— 2
n+1 3
2
2. Schritt 3. Schritt.

Dabei berechnet sich die Zahl s der Spalten der Poly-
nome mit dem Grad n — 1 und die Zahl ¢ der Spalten
der Polynomgleichungen mit dem Grad n—2 aus

S='[L2+'1-—((n—2)— —";—1)=3 (17)
+1 -3
und = nT +1—-3= ,’E,z i (18)

Aus der Darstellung der Polynome des 3. Schrittes

erhalten wir fiir die Zahl der Losungen bei ungera-

den Ordnungen n = 3

z(Fsym , Isot., n ungerade) = (n—1)!3(n —2) |(*=3)2,
(19)

Fir n=3 geht Gl. (19) in (15) iber.

In Tab. 1 ist die Zahl der Losungen z (Fgyp , Isot.)
der Kraftkonstantenmatrizen fiir die Ordnungen 2
bis 10 nach den GIn. (8) und (19) eingetragen. Da-
zu fihren wir die Zahl der zugeordneten Losungen
z2(Fsym, Isot.) an, die sich durch die Division mit
der Fakultat der Ordnung n ergibt, und die wir noch
bei Auswahlregel 3 benotigen werden. Als Vergleich
zu der Losungsmannigfaltigkeit von z(Fgyp, Isot.)
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ist die Anzahl der Losungen fiir die diagonale Ma-
trix Fg;, nach UHLIG ! mit

Z(Fdiag) =n! (20)

angefithrt. Gl. (20) folgt sofort aus dieser Darstel-
lung und tritt als Grenzfall in (14) und (8) auf.
Weiterhin findet sich die Zahl der minimalen Isoto-
pensitze fur das hier behandelte inverse Eigenwert-
problem, die mit der Zahl der Isotopensitze zur Be-
stimmung einer eindeutigen Losung verglichen wird.

Auswahlregeln

In der Rechenpraxis konnen lediglich samtliche
Losungen z(Fgyn,Isot.) fiir die Ordnungen n=2
und 3 berechnet werden. Bereits fiir den Fall der
Ordnung n=4 mit 864 Losungen wird man fast
immer nur spezielle Losungen auswéhlen, da der
Rechenaufwand viel zu grof ist. Fiir die hoheren
Fille ist dieses Unterfangen v6llig hoffnungslos. Dar-
aus ergibt sich die zwingende Notwendigkeit, nach
geeigneten Auswahlregeln auszuschauen. Wir geben
hier einige Regeln an:

1. Eine allgemeine und exakte Auswahlregel ist
durch die Realitat der Kraftkonstanten gegeben. Da-
mit scheiden alle nicht reellen Losungen fiir das je-
weilige Gleichungssystem aus, die bei dem Satz iiber
die Zahl der Lésungen mitgezéahlt werden.

2. Eine im Sinne des Isotopenverfahrens zur Be-
rechnung von Kraftkonstanten allgemeine und exakte
Regel ist folgendermalien gegeben: Stehen noch wei-
tere Isotopendaten als der Mindestsatz nach Tab. 1
zur Verfiigung, so kann mit diesen durch Aufstel-

n u j z( Fsym, Isot.) z(Fsym, Isot.) z(Fajag) =n! Zahl der Isotopen-
Ord- Zahl der  mini- Zahl der Losungen von R Zahl der Losungen  frequenzsitze zur
nung  Unbe- male Fsyn bei Verwendung Zahl der zugeord- fiir diagonale Bestimmung einer
kannten  Isoto-  hinreichend vieler neten Losungen F=Fgiag eindeutigen Losung
= Zahl pen- Isotopendaten von Fsyp (meist Fyyn
der Glei-  sitze aufgerundet)
chungen
2 3 1 2! =2 1 2!=2 2
3 6 2 218 =8 1 3!=6 5
4 10 2 312-4! =864 36 4!1=24 9
5 15 3 31-413 =82944 691 5!=120 14
6 21 3 513-6! =1,24-10° 1,73-108 6!=720 20
7 28 4 512-613 =5,37-1012 1,07-10° 7!=5040 27
8 36 4 714-8! =2,60-10'° 6,45-10'* 8!=40320 35
9 45 5 713-813 =8,39-10% 2,31-10%° 9!1=362880 i
10 55 5 915.10!=2,28-10% 6,29-10%7 10! =3628800 54

Tab. 1. Zahl z(Fsym, Isot.) der Losungen der Kraftkonstantenmatrix Fgyy einer minimal grofen Anzahl j von Isotopen-
frequenzsitzen als Funktion der Ordnung n des hier abgegrenzten inversen Eigenwertproblems und Zahl der zugeordne-
ten Losungen von Fgym nebst einigen weiteren Angaben.
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lung von Polynomgleichungen niedrigen Grades und
entsprechendem Streichen von Gleichungen hoheren
Grades die Losungsmannigfaltigkeit wiederum redu-
ziert werden. Sind im Grenzfall n(n+1)/2 —1 Iso-
topensitze gegeben, so kann fiir die Kraftkonstanten-
matrix eine eindeutige Losung angegeben werden.
Dies 1dft sich verschiedentlich fiir n =2 realisieren.
Als Beispiel geben wir hier NNO an 12 (S. 80, 3 Iso-

topenfrequenzsitze) , 122,

3. Eine Néaherungsauswahlregel, die aber fiir
viele hinreichend schwach gekoppelte Molekiile exakt
gilt 1314 jst durch die Auswahl einer Losung von
den n! Losungen der diagonalen Matrix Fg;,. ge-
geben, die als reell vorausgesetzt wird. Ist sie nicht
reell, so konnen u. a. aus der Entkopplungslésung
noch einige Zuordnungen gewonnen werden. Besser
aber ist es, eine Matrix F, iterativ zu berechnen,
deren Kopplungsterme moglichst klein sind. Als mog-
lichst klein kann definiert werden: Die Quadrat-
summe aller Kopplungskraftkonstanten sei ein Mini-
mum. Damit dividiert man fiir diese Falle die Zahl
der physikalisch-chemisch bedeutenden Fille durch
die jeweilige Fakultdt von n. Fir den Fall n=2 ist
die Losung fir hinreichend schwach gekoppelte Ver-
bindungen im Sinne der Naherung eindeutig gege-
ben. Im Fall n=3 bleiben von den 8 Losungen nur
mehr zwei Losungen aufler der zugeordneten iibrig.
Die Gleichverteilung der Lésung auf jede der n! Zu-
ordnungen ergibt, dafl diese beiden Losungen nicht
reell sind. Fir n=4 reduziert sich die Zahl auf
36 Losungen. Fir hohere n wird die Zahl der Lo-
sungen rasch grof3.

4. Aus der mathematischen Grenzwertbeziehung
F(Z) =7-G™! lassen sich fiir den Fall der reinen
Massen- oder Trigheitskopplung Bereichsangaben fiir
die Losungen angeben#®?. Da bei schwingenden
Molekiilen vorwiegend Massenkopplungen und nur
seltener Kraftkopplungen auftreten ** (S. 461, 511),
werden diese Bereichsberechnungen auch bei hinrei-
chend schwach gekoppelten Molekiilen exakt gelten.

12 K. NakamoTo, Infrared Spectra of Inorganic and Coordi-
nation Compounds, Verlag Wiley, New York 1963.

122 G. M. BEGUN u. W. H. FLETCHER, J. Chem. Physics 28, 414
[1958].

13 M. W. WOLKENSTEIN, Struktur und physikalische Eigen-
schaften der Molekiile, Verlag Teubner, Leipzig 1960.

14 H. HEINRICH, Z. Angew. Math. Mech. 40, 62 [1960].

14a A. FapINI, Z. Naturforsch. 21 a, 426, 484, 2055 [1966] ; Z.
Angew. Math. Mech. 46, T52 [1966] ; Z. Phys. Chem. N.F.
56,199 [1967].
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Bei gentigend kraftgekoppelten Molekiilen werden
sie noch als Ndherungsauswahlregel Verwendung fin-
den. Damit erreichen wir eine weitere starke Ein-
schrankung der in Frage kommenden Lésungen, und
wir werden sie von der Ordnung n=4 an heranzie-
hen. Durch die Bereichseinschrinkungen kénnen wir
aber noch weiter zu folgender Reduktion der physi-
kalisch-chemisch sinnvollen Losungen kommen: Liegt
eine Wechselwirkungskraftkonstante unter =£0,01
mdyn/A nach der betragsmifBig gréBten mathema-
tischen Bereichsgrenze vor, dann kann sie bereits
Null gesetzt werden. Durch die Nullsetzung der
nichtsignifikanten © (S. 32) Kopplungskraftkonstan-
ten reduziert sich entsprechend die Zahl der Losun-
gen und damit die Zahl der in Frage kommenden
Kraftkonstantenmatrizen.

5. Es 1aBt sich noch nicht iibersehen, bis zu wel-
cher Ordnung n der Eigenwertprobleme die Aus-
wahlregeln 1, 3 und 4 reichen. Aus dem gesamten
Erfahrungsschatz der Kraftkonstantenberechnung
aber lafit sich als weitere Niherungsauswahlregel
angeben, dal} die Kopplungskraftkonstanten meistens
klein sind gegeniiber den Valenz- und Deformations-
kraftkonstanten, und von dem mathematisch mogli-
chen Losungsbereich Werte zwischen —3 bis +3
mdyn/A annehmen. Es konnte bei Bekanntsein aller
Losungen fiir n = 4 versucht werden, ob die Regel
vom Minimum der Quadratsumme aller Kopplungs-
kraftkonstanten der endlich vielen Losungen eine
erste Naherungsauswahlregel darstellt. [Eventuell
liefert der Satz: Jedes sich selbst iiberlassene physi-
kalische System sucht den Zustand geringster poten-
tieller Energie einzunehmen1® (S. 427) fir geeig-
nete Ausgangslésungen weitere Hinweise 17.]

Vom Standpukt der rechnerischen Auffindung sei
zu bemerken, dal} die Auffindung jeder Losung die
Kenntnis der entsprechenden Naherungslosung vor-
aussetzt. Beim Ausgang von der Entkopplungslosung
F...=L-Gg,); (L Spektralmatrix) als Néherungs-
losung bei einem Naherungsverfahren wird man
naturgemif} auf eine der endlichen Lésungen kom-

14b A, MULLER u. A. FADINI, Z. Phys. Chem. N.F. 54, 129
[1967].

15 H. A. StuarT, Molekiilstruktur, 9. Kapitel: Eigenschwin-
gungen des Kerngeriistes (von E. Funck), Verlag Sprin-
ger, Berlin 1967.

16 W. FINKELNBURG, Einfiihrung in die Atomphysik, Verlag
Springer, Berlin 1964.

17 H. J. BEcHER u. K. BALLEIN, Z. Phys. Chem., N.F. 54, 302
[1967].
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men, deren Kopplungskraftkonstanten méglichst klein
sind.

Fir reelle Fg;,. (Diagonallosungen) lassen sich
noch weitere Losungen auffinden. Damit sind in der
praktischen Bestimmung die Losungen mit kleinen
Kopplungskraftkonstanten bevorzugt.

6. Eine weitere Ausscheidung von Losungen kann
ofters durch Reduktion des vorgegebenen Problems
auf Probleme der Ordnung n=2, 3 und eventuell 4
vorgenommen werden, da diese Probleme bereits
Néherungen des ganzen Problems darstellen.

7. In Beantwortung einer Diskussionsfrage von
PREUSS 18 konnen auch die quantentheoretischen Ab-
solutrechnungen von Frequenzen und Kraftkonstan-
ten zur Einengung der Lésungsmannigfaltigkeit her-
angezogen werden.

Die einzige bisher bekannte exakte Auswahl der
»richtigen® Losung liefert der Grenzfall der 2. Aus-
wahlregel.

Bemerkung

In entsprechender Weise kann die Anzahl der
Losungen fiir die Methoden unter Verwendung der
Zusatzdaten aus Zentrifugaldehnungseffekten, Corio-
lis-Kopplungen, Schwingungsamplituden usw. aus
den n(n—1)/2 zusitzlichen Gleichungen und den
n Gleichungen der Sakulargleichung berechnet wer-
den. Wenn Z(n(n—1)/2) das Produkt aus den
Graden simtlicher n(n—1)/2 Zusatzgleichungen
darstellt, erhalten wir die Ausgangsformel fiir die
weiteren Betrachtungen als Zahl der Losungen

z(Fyynm, Zusatzdaten) =n! Z(n(n—1)/2). (21)

Beispiel : Bei der Berechnung der 3 Kraftkonstan-
ten fyy, fyz und fxy/yz bei Verbindungen des Typs
XYZ und der Symmetrie C., unter Verwendung
des Zentrifugaldehnungseffektes ist wegen

fi1 fos — fiz=det Fyp = det ™' G A, 1, =konstant (22)

die zusitzliche Gleichung?® [Gl. (1)] linear. Damit
ist

Z(1) =1 (23)

18 H, PrEuss, Diskussionsfrage zum Vortrag 1°.

19 A, Fapini, Tagung Molekiilphysik, Freudenstadt, 3. April
1968, Verhandl. DPG (VI) 3, 269 [1968] ; Phys. Verhandl.
19, 121 [1968].

20 W. J. JonNEgs, W. J. OrRviLLE-THOMAS u. U. Orik, J. Chem.
Soc. 1959, 1625.
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und die Zahl der Losungen fir
F, - (v fxvyz
¥ ( Ixvivz  fyz ) (24)

durch
z(Fyyn , Zentrifugald., XYZ (C.,))=2!"1=2 (25)

gegeben.

Bei der Behandlung hoherer Ordnungen n des in-
versen Eigenwertproblems unter zusitzlicher Ver-
wendung des Zentrifugaldehnungseffektes ist weiter-
hin zu bemerken, dafl die Losungsmannigfaltigkeit
durch Einfilhrung der inversen Kraftkonstanten-
matrix stark reduziert werden kann.

Hinweise auf Verfahren zur Berechnung
von Losungen

Nach der Kenntnis der Zahl der Losungen des
jeweiligen Gleichungssystems fiir das vorgegebene
inverse Eigenwertproblem n-ter Ordnung ist die
Berechnung der Losungen selbst fiir die praktische
Kraftkonstantenrechnung von grofiter Bedeutung.
Fir den Fall der Ordnung n =2 ist der analytische
Formelsatz zur Berechnung der 2 Losungen von
Fq;, programmiert und an verschiedenen Beispielen
erprobt worden. Fir n=3 sind verschiedene Itera-
tionsverfahren bei Vorgabe von 2, 3 und 4 Isotopen-
frequenzsétzen zur Berechnung der 6 Losungen bzw.
der einen zugeordneten Losung entwickelt worden.
Fir den allgemeinen Fall der Ordnung n = 4 ist ein
Iterationsverfahren aufgestellt worden, das sich auf
2 verschiedene Schritt-fiir-Schritt-Verfahren stiitzt 2!.
Dieses Verfahren wird zur Untersuchung der zu-
geordneten Losungsmannigfaltigkeit des Molekiils
ClO,F der Symmetrie C; herangezogen®, das ein
inverses Eigenwertproblem der Ordnung n=4 auf-
weist, fiir das nach Tab. 1 36 zugeordnete Losungen
existieren.

Herrn Prof. Dr. O. GLEMSER danke ich fiir die Un-
terstiitzung meiner Arbeiten, Herrn Prof. Dr. U. WEG-
NER fiir den Literaturhinweis 1°, Herrn Prof. Dr. W.
LUTTKE fiir die Angabe der Literaturstellen ® und 9,
Herrn Dozent Dr. H. PREUSS fiir einen interessanten

Diskussionsbeitrag, Herrn Prof. Dr. J. BRANDMULLER
und Herrn Dr. G. STREY fiir eine Diskussion.

21 Diese Verfahren fiir n=2, n=3 und n = 4 sind bereits auf
der Bunsen-Tagung am 23. Mai 1968 in Augsburg kurz
dargestellt worden. Dazu ist vorliegende Arbeit abriflartig
vorgetragen worden. Siehe A. FADINI, Vortragsauszug Nr.
36; Ber. Bunsenges. 72, 1057 [1968]. Ausfiihrliche Dar-
stellungen werden folgen.



